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PROFTEME SELECTATE NE tA OTIMPIAOETE I-XXil
(1S57-1s85)

195719.1. Fie ABCDEFGHIK un decagon regulat inscris intr-un c€rc cu centrul in
punctul O. Si se demonstreze cia: AI) : OA + AB.

l917tlt.2. SI se demonstreze ci ecuatia t? + px + ,t = 0 nu are rdddcini ralionale dacl

p qi q sunt numere intregi impar-e.

1958/10.3. SI se dernonsirezr ci in orice triunghi IAC este adeviratd relalia:

az -* b2 :2S(ctg a * ctg l).
1959/8.4. intr-un cerc coarda CD este paraleld cu diametnrl.4B. Si se demonstreze cl

A,.I(3 + Mb*. - IuMz + lWE, oricale ar fi punctul &Ipe diametrullB.

1959/9,5. SI se demonskeze cl trei numere distincte nu pot forma concomiteot o

progresie aritmetici gi o progresie geornetricl.

l959ll{t.6. Si se clemonsrreze cd cele trei scgmente care unesc mijlocul iniitimii unui

tetraefuu reguiat cu vdr-furile bazei lui sunt doui cdte doud perpendiculare.

1960/10.7. Un plan taie pe muchiile unui unghi triedru drept de vdrf S segmentele:

SA = a, SB -: b, SC : c.I;ie Mun punct arbitrar alfe\ei AtsC astfel incdt distanlele de la el

la fe{ele SB C, S/J,4 ;i S,,18 sunt iy'.rK : x, ML : y qi respectiv l+4N = z. Sd se demonstreze cE :

xy:
;- h-;-''

1961i9.8. SI se demonstreze cI pentru orice progresie aritn.retici strict cresc6toare

(al, € F{+, a, > 0 este adevlratl relalia:

I

-- I-
tla,-r + ia"

f96ti10.9. ltiunghiurile IAC qi APIC. sunt situate in spaliu astfel incdt planele lor

nu snnt paralele Si dreptele AA1, BBr 6i CC1 au un punct comun. Sd se denonstrezs ci
ciacd dreptele l8 qi lr81,8Cq i B,Cr,AC sr.Ar C' sunt respectiv concurenie, atunci punctele

lor de intersec{ie sunt coliniare.

1962110.f 0. Sunt date numerele prime distinctepl, p 2, p3, ..., Pn. S[ se at]e cA{i divizori

are numdrul q : pt.pz.p{....p, ( inclusiv I qi q).

1966/10,11. F'ie ft si r raza sferei circumscrise gi respectiv raza sferei inscrise intr-o

piramid[ patrulateri regulati. SI se demonstreze c[ R 
= 

(f * JZ )t .

196719.12. Si se demonstreze ci suma pltratelor a cinci numere naturale consecutive

nu poate fi un pdu'at perfect.

l967ll0.l3,Exist[ oare unp € N astfel inc6t produsul I' 2' 3' ...' n' 2p-" s6

reprezinte un nurnIr intreg, oricare ar fi ru e N[* ?
Autorii
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r968i9,14. Printre 8 monede de aceeagi tbrml existi una falsi, car-e se deosebeqte de
una veritabilS priu greutate. Avdnd la dispozilie o balanti cu bra{e egale qi fEr6 greutlli
marcate qi, efectuand sel mult trei cdntrriri, si se afle moneda falsr.

1968/10.15. o sferi de raz6 r este tangenta la fiecare muchie a unei piramide
triunglriulare. centrul acestei sfeie este siruat pe init{imea piramidei, la distanlu ,JJ a" tu
vdrful respectiv' Sd se demonstreze ci piramida este regulatd qi s6 se atle ilfllimea ei.

797119.16- intr-un plan se duc n drepte distincte asttbl incdt oricare doui nu sunr
paralele iii oricare trei nu sunt concurente. Sd se afle numErul de regiuni in care este imp64it
planul de cele n drepte.

l97lll0.l7. Punctele;1 ri.B se miqcd cu viteze constante ;i egare pe doud drepte
perpendiculare. Sd se demonstreze cd existi un punct care in orice moment este egal depdrtat
de puncteie I qi 8.

197218,18. srurt date n, n) t, monede de aceea$i tbrmr. Dinne acestea cel mult dou6
monede surt false qi au aceeagi greutate, diferit[ de greutatea unei monede veritabile.
Avdnd Ia dispozifie o balan{i cu brafe egale gi flrd greutl{i marcate qi efbctudndnumai nei
cintiriri. sI se afle claci printre aceste monede sunrmonsde false. SI se afle daci o monecll
f'alsl (in caz cd existr) este mai grea sau mai u$oard decdt una veritabilr.

1972110.19, SI se afle toate func{iile/: R -+ lR. care satisfac ecua}ia:

rl,)+,. y' --' -l= r, o x * 1.
\?.r-lJ 2

197319,20, Fie a e N*. Cdte ecualii de formax2 _px - q : A, eup, q e N*, au r.dddcina
pozitivl mai micl decdt n ?

197319.21. Lungimile catetelor ale doui triunghiuri dreptunghice sunt numere nafu-
rale. Sd se demonskeze ci dac[ ipotenuzele triunghiurilor *urrt 

"orrg*.rrte Ei prtratgl
lungimilor lor este numrr prim, atunci aceste triunghiuri sunt congruente.

1973110.22. s[ se demonstreze c6, dacl progresia aritrnetic,I cu primul ter.mel a gi

ratia d * 0 contine o progresie geomehicr, atunci 3 este un numrr rafional.

19'1418,23. Sd se demonstreze ci pentrr orice numlr natural nenul n este adeydrati relalia:

['.] )['.*J['. ti ) ('. r?*).,
197 4 19.24. Din tabelul :

| 2 ...,,)
tt+I n+2 ...211
2n+l 2n+2 ... lnl.t::l

Q, - r)r+ I (r, - r)n + 2 .. ,,', )
se scot, nume.re, cate unui de pe fieoare linie qi de pe fiecare coroani.
numerelor scoase din iabel.

Sd se afle suma
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197518.25, Si se demonstreze ci pe o tav[ rotundS de ruzL l0 cm poate ti agezat ul
tort de formd dreptunghiulari ds dimensiuri 8 cm x 28 cm. (Se per4ite sd fie tliat tortul

in doui bucdli printr-o tdietwd dreaptS.) ]

197519,26. Toate citlele numerelor 2ie:5 gi 51e75 surt scrise in qii. Si se afle numirul
cilrclor din rir.

t97519.27. Pe qapte cartoane sunt scrise citele de la I la1 . SI se demonstreze ci nic.i

un numdr de ? cifi'e folmai din aceste cartoane nu se divide printr-un alhrl formai analog.

1975/10.28. SI se demoustrcze ci pentru orice nulncre naturale n qi n existi un nurndr

natural fr astfel inc6t:

(".,; -,f;l' =,[k +t -,[k .

L97619.29,in pentagonul convexABCDBdintrecele cincitriunghiurilEC, BCD,CDE'

DEA Si EAB patrr au arii egale cu $ iar unul su I ,5S. Sd se alle aria acestui pentagon.

1976110.30. Sd se deruonstreze cI dattd xr > 0, ,rz > 0. ,'., ru ) 0, atunci are loc

inegalitatca:

(r, . *, .....,r, )}.'('' " ' "') < -r'' "Y?" ... '.rt' .

197'118.31, Din l0l moneile 50 sunt false. Fiecare rnorredd t'alsb ciiferd la greutaie cle

cea veritabili ou un gram. Avand ia dispoziiie un cdntar cu doud taiere $i cu inclicator in
grame, sX se detet'mine printr-o singurl cAntfire dac[ o monedl luati la intAmplare este

i'alsd sau veritabil[.

lg77tg.32.O foaie de hirtie a fost impfu-[itd in cinci buclti. S-au luat c0teva clin aceste

buc[ti qi, clin nou fiecare s-a rupt in alte cinci bucdli. Dupi el'ectuarea acestui procedeu de

cdteva ori, doul persoane aunumerat toate bucilile Ei au obiinut re zultatele: 1976 5i respectiv

19?7. Cel pulin unul dintre rezultatele clate nu este corect. Care anume?

lg17ll}.33.Pentru orice numir uatwal nenul n, notim cu anultima cili6 a numdrului

n'. SI se afle dacd fraciia zccimatd infinitd fu{r{- estc ull numlr ralionai,

197818.34. Pe fiecare planeti a unui sistem planetar se afl[ cAte'un astronom, care

poate observa numai planeta cea mai apropiati. Distan{eie dintre oricare doud planete

sunr diferite, ilrr numftul pianetelor este impar. Sd se democstreze cd existi o planetl carc

nu poate fi obscrvatd clc nici un astronortl.

197918.35. Se spune cI un bilet de autobuz este "cu noroc", dacd numiml lui (tbrmat

din $ase cifre) are proprietatea: suma primelor trei cifie este egal6 cu surna celorlalte trei

cifie" Sd se demonstreze oir suma tuturor nunerelor "cu noros" se divide cu numdr-ul

"miraculos" 13.

t97919.36, Suma a zece nurnere naturaie nenule este egal5 cu 1001. SI se afle valoarea

maximd posibilS a celui mai mare divizor comun al acestor numere.

lglgllll,3T,Numerele naturale a1, th: ...t a,\tt22) sunt prime intre ele doul c6te

doud qi vedficl condiiiile:
I < or,< (2n ,- l)2, k: 1,2, ..., rt.

Sd se demonstreze c[ cel pu{in unul dintre aceste numere este prim.
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1980/8.38. Fie Cmijlocul segmentului .48. Pe acest segment lulm 2a puncte simetrice
in raport cu C. Dintre acestea, t? puncte sunt colorate in roqu, iar restul in albastru. S[ se
demonskeze ci suma distan{elor de la toate punctele rcqii la punctul I este egald cu suma .
distan[elor de la toate punctele alirastre la punctuJ -8. \

1980/9.39. 'l'oatrr laturile unui poligon cu z iaturi sr.rnt tangente la un cerc. IJn punct
arbitrar din interiorul acestui ce'rc este unit cu toate vdrfi.rile poligonului qi cu toate punctele
de tangen{5. Cele 2n triunghiuri ob{inute sunt coloraie alternaiiv in roqu qi albastru. Sd se
demonskeze cd produsul ariilor tuturor triunghiuriior rogii este egal cu produsul ariilor
tuhuor triunghiurilor albasfte.

1980/10.40. sd se afle triunghiul de arie maximi pentru carc produsul lungimilor
lahu'ilor sale este egai cu L

198119.11.. Si se afle toate f'uncliile -f : Z -> V,, care verifici relatriile:

J(-r +9 =,{r) ./(r) *,($,) + l,
oricare ar: ti.r:, y e Z, iar 1'(t)= Z .

198119.42.'l<tate ungfuiurile interioare ale unui poligon inscris int-ur cerc sunt congruente.
S[ se demonscreze cd dacd poligonul are un nrundr impar de latwi, atunci el este regulat.

19811f0.43. Fie n (z ) 3) puncte pe un plan. Disi:an{a dintre oricare doui puncte este
mai micl sau egall cu 1. Pentru fiecare punct dat existd cel pu{in un punct printre cele date
situat la o distanfi egald cu l. Si se demonstrez.e c[ exist[ un poligon convex cu v6rfurile
in pu:ctele date.

198218.41. Sr se afle toare tripletele cle numere reale (r, y, z) ce verifici relalia:
1\

(xr + v,t* ") f + n !*,1= u( r**'l-:s[, +1)+ez, v /* 0..{\1, t ) [ ,'J -f, t),--"'-
198219.45. sd se afle cel mai mare numir natwal n pentnr cafe urmitorul sistem este

compatibil in JR:

l<.v<2,
2< x2 <3"

3<"r3 <4,

tt<x" 1tt*'1,.

1982/9.46. Num6rul A are 1982 de cilie nenule. lbate numerele ob{inute dinl, prin permu-
tarea cilielor sale, se dividprin 7. SI se demonsfoez.e cd toate citiele numinrlui,"l sunt egale cu 7.

l982lltJ.47, La un turneu de $ah au participat n fete qi 2n biie,qi, Fiecare doi participan{i
au jucat intre ei cite o singur6 partidd Ei nici o partidI nu s-a ?ncheiat cu remiz6. s6 se afle
numlrul n daci taportul dintre nurl5rul cle victorii oblinute de fete qi numlul de victorii
ob{inute de blie{i este 7:5.

1983/8.48. sunt date 1983 de greutl{i marcate cu masere cre l g, 2 g, ...,r9g3 g. sd se
fbrmeze din roate aceste gyeutd{i trei grdmezi cu mase egale .
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egment luIm 2r, puncte simetrice
roqq iar restul in albasku. SI se
i Ia punctul l este egald cu suma
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bpoligonului qi cu toatepunotele
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grr irg-rn cerc surt congruente.
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u poligm convex cu vdrfirrile

ir -r'. --) ce verificd relalia:

r*1 l*62 -v t*0.
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198319.49. Pe o tabli de Eah se aflA 31 cle figun. S[ se clemonstreze ci pe tablS

intotdeauna se va gisi un "unghi" din kei pitrlple libere.

1983/10.50. Fie n (n > 3) numere reale distiocts aranjate,pe cetc. Fiecare nurnlr este

egal cu produsul numerelor vecine. Sd se afle num[rul r.

f983/10.51"Unpdtrat nxn(n)4)esteimp64itin n? pdtrdfeie lxl atbesaunegre"in

fiecare linie qi in tiecare coloani existd numai ur p6trilel negru. Se permite sd se schimbe

concomitent culoarea tuturor pitr5{eleior dintr-o linie sau dintr-o coloand. S[ se de,monstreze

c5, aplicdnd succesiv acest procedeu, nu se pot obline mai pu{in de r p5tr51ele negre"

1984/8.52. Fiecarefa{6 a unui cub esteimpd4iti inpakup6tratecongruente. Fiecarepiffat

ob{inut este vopsit cu rma din trei culori ditbrite. Sd se dernonstrzze cA, dacil oricene doui
plfate cu latura comruri au culori diferite, atunci se pot gdsi opt plirate de fiecare culoare.

198419.53, Laturile gi diagonalele unui poligon convex cu n laturi repreziati coridoarele

unui labirint. Sd se afle numirul minim de ldmpi care trebuie instalate pentru a lumina

cornplet labirintul. (Fiecare lampl lumineaz[ complet fiecare coridor pe care se afli.)

19t14/10.54. Fie numerele natwale nenule a, b, c Si d astfel incf,t ab : cd. SI se

demonstreze c7,t u + b * c * d este un num6r compus.

1984/10.55, O lar[ cu 5l de orage are forma unui p[trat cu latwa de 1000 knt. Se pot

uni aceste ora$e cu o reiea cle drumuri astfel incdt lungimea acesteia s[ nu fie mai rnare

dec6t I 1000 k-rn ?

1985/8.56.Fieparabolele y=f +prr +qr(l si<n),undenumerelep,sutrtdistincte'
Sd se afle num[ru] maxim de prxrctedin planprin caretrec cel pu{in douddinte ac,este parabole.

1985/8.57. Pe o tabl[ sunt scrise numerele:

11l1
2345

I
6

1_L
7 8'

in fala frecdruia dintre aceste numere $e pot pune, in mod arbitrar, unul din senurele

"+" sau ".,,:'" S5 se demonstreze ci nici una din sumele algebrice obfinute nu este egal6 cu

zero. Sd se afle num[ru] minim de numere, care trebuie gterse de pe tabl6, perrtru ca din

cele r[mase s[ se poatl forma o sum[ algebrich egal6 cu zero.

1985i9.58. Zidul unei cet51i reprezinti o linie poligonali inchis[ ce nu se autointersec-

teaz6. Fiecare doui segmente vecins ale acestei linii poligonale formeaz[ un unghi drept.

intr-o noapte, un paralutist a ateizat l6ngd zidul cetilii. Cum poate afla para6utistul,

mergdnd numai pe lingE zid, dacd a aterizat in interiorul sau in exteriorul cetS{ii?

1985/9,59, {.In triunghi echiiateral poate fi acoperit cu 5 hiunghiuri echilaterale

congruente. Sd se demonstrcze cd triunghiul dat poate ti acoperit doar cu patu dintre cetre

cinci triunghiuri.

1985/10.60. Pe axa numeric6 sunt colorate punctele * to,U e NI*, { S 100). S[ se
q

demonstrezE cI pe segment l [Jr, 1l exista cel pu]in patru segmente deschise disjuncte,
L4'51

fiecare de lungime 3'10-3 , ce iru con{in nici unul dintre punctele colorate.
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A XXX.A OTIMPIADA (1988)

Clasa a VIII-a

I986i8.1. Sd se demonsteze cd, dacd numerere distiucte9, 
#,; formeazr o

progresie aritneticS, atunci D=d.

1986/8.2. Existd nume.re iotregi nenure x, y, z, tastfer inc6t 24x/,5)'2'rz30t =rz
1986/8.3. in camerd se afld trei scaune. De fiecare tlarl putcrn schimba locurile a doud

scaune. Si se arate c5, dupd 9 schimbdri, scaunele nu se vor atla in pozilia inilial5.
198618.4. Printr-un punct Mdin interiorul patrulatendui,z1.8CD, sunt duse pafru cercgr.i

distincte congruente, dar de aceea$i razi, asttbl incdt fiecare cerc este tangent la dcud laturi
consecutive ale patnrlaterului. S[ se demonstreze ci punctele l, g, c qi D apartin unui cerc.

t986/8.5, Printr-un punct i,/ situat in interiorul unui cerc sunt duse perechi de coarde
perpendiculare' Si se demonstreze ci suma pdtratelor luugimilor coardelor tiecdrei perechi
esto constant[.

Clasa a [Ka
198619.6.Fie.f, g: R -+ IR limclii de gradur al doilea. Numerere distincte x,, "ri,.r, sunt

abscisele vdrturilor parabolelor care reprezintl grafic funcliilel./+g, g. sI se demonstreze
ci dacl -r:1, x2, 4formeazao progresie arituneticd. ahurci r' :Xrl j gri ,J" ecqa{ia rmei clrepte.

198619.7. Suma a 1986 de numere intregi distincte este egali cu zero. Sd se <Iemonstreze
cr prinne aceste numere existd doui a crror dit'eren{d se divide prin r9g6.

r9s6i9.8. La o mas6 rorundi, in mod arbirrar, s-au a$ezar z fete pi z bdieli. care esre
valoarea maximl posibitE a numdrului minim de bdie{i ce trebuie s6 schimbe locul cu
fetele pentru ca vecinii oricirei fete si fie bdieqi?

1986/9.9. Fie kiunghiul lBC gi cenkul O al cercului circumscris acestui triunghi. Cercul
ce trece prin punctele l, c qi o este tangent la lafixa A_8. Sd se demonstreze c[ triunghiul
ABC este isoscel.

198619.10. SI se demonstreze cI prin oricare punct interior al unui pentagon convex
se poate duce o dreaptl, care trece prink-un vdrfal pentagonului qi imparte pentagonul in
doul poligoane clifcrite de triunghi.

Glasa a X-a

1986/10.11. F-ie numerele teale a1, a2t dt3; a4t cr5, e6, e7, uncle a, = at = A. Si se de-
rnonstreze cd printre acestea se vor g6si trei numere di, cti+l, ai12, c&tssatisfac inegalitatea:
ai* ai*2 < a;*1Jl .

l986nA.Q. SE se demonskeze ci uumdrul

de doud numere ndturale consecutive.

!11-.11?22-.2? poate fi scris ca produs
1986 1986



ldova

lstsE)

- a a+c c*.r.;,;;;,_ formeazl o

'urcet z+xzslz7z3ot =1?
iputem schimba locurile a doul
;or afla in pozigia iniliall
iAKD, sunt duse paru cercur.i
r c€rc este bngent la doui lan[i
h-d A, Csi Dapargrn unui cerc.

Erc sErr duse perechi de coar.cle
mi is6 6garrblsr fiecdrei perechi

*nerele distincte .r,, ,rr, .ri sunt
fuf,f- S. S. Sd se demonstreze
r| - Sft) e$e suatia unei &epte.

:eli cu zero. Sd se demonstreze
n*bprin 1986.

ear : tete si 7 Hie1i. Care este
c rebuie s6 schimbe locul cu

msris acesrui triunghi. Cercul
i c demorsreze cd triun-ehiul

:nir el rrrqd penragon conyex
ilb d iryafie penragonul in

+*6: =a-:0. SEsede-
u-- cae seusfac inegalitatea:

{6

1986i 10.f3. Se ;tie c[, oricum am impdrli 33 de pieh'e in doud grlrnezj a cdte I 7 qi respectiv

16 pietre, putem l5sa I 5 pietre ?n fiecare grirnadi astfel incdt ambele grlmezi si tie de aceeaqi

greutate. Si se clemonstreze c6 printre aceste 33 depietre existl cel pulin 3 I de aceeaqi greutate.

1986/10.14. Pe fiecare latrul a unui pltrat se ia cate un punct. Si se demonstreze oi
perirnetrul patrulaterului cu v6rfurile in aceste puncte nu depdpegte suma lungimilor

diagonalelor pEtratului.

1986/10.15. Printr-un punct i/ din interiorul unei sfere sunt duse triplete de coarde

perpendiculare. S[ se demonstreze c5 suma pitratelor lungirniior coardelor fiecdrui triplet
este constanti.

A XXXI-A OTIMPIANA (1987)

9-l*"r.r--Y,,lll;r
1987/8.f. Si se demonstreze cd printre oricare pahrr numere intregi existi doul a clror

diferenf[ se divide ou 3.

1987/8.2. SE se demonstrez.e cd, daci r + y : 2, atunci .t ' .)' < l. Afla{i valoarea de

adevlr a afirma{iei; "dac[ x + ! < 2, afuncri .t . y { l".
1987/8.3. Dintre patru monede c1e 1, 2, 3 qi 5 copeici una este t-alsd Ei se deosebeqte de

cele vedtabiie prin greutate. E posibil ca, av6nd la dispozi{ie un cdntar cu talere, fird
greutifi marcate, prin numai cloul c6ntiriri s[ aflim nroneda falsi, dacl monedele veritabile

au greutilile de respectiv l g, 29, 39 gi 59 ?

f98718.4, Un ciclist qi un motociclist pomesc sirnultan din punciele I qi respectiv B

unul tn int6mpinarea aituia. Ei se intAlnesc in punctul C-', isi continu[ dlumul, cu aceeaqi

vitezl, ajung in punctele de destina.[ie pi se intorc inapoi. Se reintdlnesc in punctul D. Sd se

afle distan{a dintre I $ 4 dacd,'lC : m $i BD': n.

1987/8.5. in triunghiul;1BC punctele 
'{ 1, 81, Cr apar{in dreptel$ BC,IC gi respectiv

AB. SA se afle raporhrl ariilor triunghiurilor APtclsi ABC, stiind cd zl4r ll BBI ll CC1.

Flxs-s-]I:
198719.6. Se spune cd, in trecut. tn tlecare familie. celui de-ai treilea b6iat i se dldea

numele Petnl iar celorlal{i - Ion. Care erau mai mulgi: Ion al lui Petru sau Petru al lui Iou?

198719.7 , Si se rezolve in lR. ecuada: ;r'res' = 1987 .

1987/9.8. Din 1987 de numere distincte s-au fomat toate diferenlele pozitir,-e de cloui

numere posibiie gi s-au obtinut 1986 de rezultate distir.rcte. SI se demonstr-eze cd numerele

iuiliale, aranjate in ordine crescltoare, fbrmeazd o progresie aritmetici.

lg87lg.g. Sd se clemonstreze cd orice poiigon format clin 100 pdtrf,lele lxl (oricare

doud pdtrlple sau nu au puncte comune sau au o iaturd crornuni) poate fi acoperit cu o
fbaie de hAnie <lreptunghiuiar'[ cle dimensiuni 50x100^

198719.1[. Printr-un punct de intersec{ie a dou[ cercuri, sub aeelaqi ringhi t'a{d de

coarda comund, sunt cluse doud clrepte distincte. Una dintre acestea intersecteazi cercurile

in punctele I qi 8, iar cea1alt6, in puncteie C qi D. S[ se dernonstreze cd A,B = CD.

pme fr scris ca produs



Clasa a X-a

1987/10,11. Sd se dernonstreze cd 
'rice 

solu{ie a sistemului de ecua{ii:

J 
x? -3-ru+2.1,? +x-Jr = 0

lx2 - 2.w+y2 -5x+?.y = Q

verificl ecualia .r'u - 12.v + I 5.y = Q.

1987110.12. Prinhe l98T de monede, ce rtu se deosebesc exterior $i a cdror greutate
totali este 6'gal5 cu greutatea a 1987 de monedE veritabile, sunt qi citeva fblse. Greutatea
fiecdrei monecie false diferr de cea a monedei veritabile printr-un numrr impar de grame.
SI se demonstrez-e ci, avdnd la dispozilie un cAntar cu taiere qi diviziuni in grame, printr-o
singur[ cantlrire se poate spune daci o monedr arbitrard este falsd sau veritabili.

1987/10.13' in cubulelul unitar central al unui cub de dimensiuni 3x3x3 se afld un
cdribug, care poate trece dintr-un cubule{ irn unul altul inveoinat prin fa{a lor comuni.
Poate c[rlbuEul s[ *eacI prin toate cubulelele c6te o singurd dati?

l987ll0.l4.Pe un suport $e monteazd patru ceasuri a chor cadrane sunt orientate astfel
?ncdt exhemitilile minutarclor si coincicl5 in orice moment cu vtrfirile unui pltrat. 56 se
demonstreze cI centrele csrcurilor descrise cle aceste minutare determini qi ele un p6trat.

1987/10.15. SI se afle aria poligonului cv2n latun ArBrArBltBt ...A,fin,stiind c6
AtBt + AtBt+ A3BJ + .-. * A,Bn = a $i cd toate laturile sau prelurrgirile loi in interiorul
poligonului sunt tangente unui cerc de ru26 r.

A XNfiI-A OTIMPIADA (1988)

Glasa a VIII-a

198818.f. Un oraS cu perimenrtl de 30 km este imp54it de strlzile sale interne in
80 de cartiere. Perimetrul fleclrui cartier este de 1200 n.r. Si se afle lungimea totald a
strdzilor din interiorul acestui ora; 1'l[{imea skdzilor se neglijeazd).

f988/8.2. lntr-o lun5, Petrie'd qi Ionel au luar 20 de note fiecare $i au awi aceea;i metlie.
Numlrul de note de oinci, de paku, de trei gi de doi, luate de pekicr, este egal respectiv cu
nurndrul de rrote de pahu, de trei, de doi qi de cinci, luate de lonel. C6te note cle cinci a luat Ionel?

1988/8.3. cum putem misura 1,5 kg de zahxr, avind la dispozi{ie un c6ntar cu talere
qi o singurS greutate marcati de 3 g, daci zah6rul deja cdnt{rit se plstreazi doar pe talere.

1988/8.4. un patrulater ests inscris intr-un cerc de nzd, R. segrnentul cre une$e
mijloacele ale doud laturi allturate ale panulaterului fbrmeazd cu acestea un hiunghi. SE

se demonstreze cL nza cercului circumscris acestui trirurghi este egal[ 
"" + .

198t1/8.5. SI se demonstreze ci dacl xj - -r3 +.r = 2, atunci 16 > 3.
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;istemului de ecua{ii:

-0
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xebesc exterior $i a cdror greutate
ile, sunt gi cdteva false. Greutatea
: printr-un nrmdr impar de grame,
&re Si diviziuni in grame, printr_o
ri este falsi sau veritabil6.

: de dimensiuni 3x3x3 se afli un
d inrecinar prin fa{a lor comun6.

ry.ri datE?

l ciror cadrame sunt orientate astfel
Fr cu yerfirrile unui pdtrat. Si se

"G:e dilcnnini gi ele un pdtrat.

: -r -R-_.r-{-l-.81,.. A,F,,, ptiind c6
: ru p-.elungirile lor ln interiorul
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Eacg de stizile sale interne in
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"11g 
lungimea totali a

rynj.eeait"
e 5erc I au a1!t aceeaSi medie.
: e Pesci. eye egal respectiv cu
n'" C.:fu ncre de cinci a luat lonel?

i ; rswzige un cdntar cu talere
s.d-: se pEsueazd doar pe talere.

e nzi R- Se-el:nenrul ce unerite
r**-i clr acestea un triunghi. Si

Sfu ese egali cu

. r-rn r. >-].

Clasa a IX-a

1988/9.6. Un elev inmulle;te un numdr de dou[ ciAe cu suma cifi:elor sale, iar un altul
calculeazl suma cuburilor cifrelor aceluiaqi numir. Ambii oblin rezuitate egale, Et-ectudnd

acelea$i operafii cu un alt numir de doud cifre, elevii obtin iardgi rezultate egale. S[ se afle
accste numere, dacl dit'erenla lor este egal5 cu 11.

f98819.7.l'riunghiurile A1 pi A2 se nurnesc "de acelaqi gen" (notdm A, e+ A2) , daci
doul laturi ale hiunghiului A1 +i unghiu] opus primei dints ele slmt congruente cu doui latwi
ale triunghiului A2 si respectiv cu rurghiul opus primei dintre ele.

Se stie cd: A, e+ A, <+ A3 ++ ... I An qi triunghiurile A, Ei A, sunt asemenea. Si se

deteruine daci triunghiurile A1 ti A' sunt congruente.

1988/9,8. Pentru un numlr natural nenul z prima ciai a numerelor 2n qi 5" este aceeagi.

Si se afle ac'eastii cifri.
1988/9.9. intr-u'r cerc sunt inscrise doui trapeze astf'el incAt fiecare latur5 a unui trapez

este paraleld cu o lahrl a celuilalt trapez. Sd se demonstreze a[ toate diagonalele acestor

trapgz,e srurt congnrente.

1988/9.f0, Se qtie c6 ecuatiile arxx +brx+cr =0 $i arx2 +b"x+c2 =0, cu

coeficien{i intregi nenuli, au o rldlcini comuni ira{ionali. Si se demonstreze c6:

Clasa a X-a

f988/10.11. Fie polinornul 1:{X,V)= X2 + 2AXI +Yz ,,4 e V..

Sl se demonstreze ci, daci nurnerele inrregi a, b, c gi d verificl egalitatea
F (a,b) = F(c, ttj, atunci numErul a + b + c + d este par.

f988/10.12, in spa{iu sunt date n (n> 4) puncte astfei incdt oricare patru dintre ele nu

sunt coplanare. Se qtie cd dacd o sferi trece prin oricare patlr pulct€, atunci toate celelalte

puncte apar{in acestei sfere sau sunt situate in interiorul ei. Si se demonstreze ci toate

aceste puncte sunt situate pe o sfer6.

1988/10.13. SI se demonstreze cd pentru orice numere reaie x qi l, are loc inegalitatea:

cos (x +-Y) * 2 cos.r* 2 cos.l' + 3 > 0.

$88/f 0.14. VArfurile I gi I ale triunghiuluilEC apadin rurui cerc, care intersecteazA

laturile lC si CA in punctele P gi respectiv D. Pe latura l8 se iau punctele K qi E astfbl

incdt OK ll CA qi PE ll (, . $ se demonstreze ci punctele P, D, K E sunt conciclice.

1988110.f5. $irui finit de numere reale a1, as, ..., f,in se inlocuiegte cu qiruJ I o1- bl ,

la2- bl , ,.., lon*.61, unde D este ales arbitrar. Si se dernonsteze cd, efectudnd cdteva

iransfotmiri de acest f,el, putem obline un qir, tn care toli termenii sunt egali cu zero.

dr 
-br -cta1 b2 c)

R
1
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A XXXilI-A OTIMPIADA (198S)

'$l-t:"***Y."l,lk
- 1989/8.f . Se gtie ci prefui unui diamant este direct propor'fional cu p5tratul masei lgi.
int6mplltor, diamantul s-a despicat in cloul bucS{i qi pre1ul lui total s-a-micqorat cu l8o/o.
Care este raportul greutd{ilor ob{inute?

198915.2. in centrul fieclrui pdtrlpl al unei table de dimensituri I989xt9g9 se aflI
cite un c,6rbbus. simultan, tlecare c5rrbuq trece intr.un pitrS{el vecin, care are doar un
v6rf comun cu pitr[felul precedent. Cdieva pltri{ele vor rlmAne libere. Sd se afle cel mai
nic numir posibil de pih-ileie libere.

1989/8.3. Din girul numerelor naturale impare s-au exclus numrrul I gi numerele
drvizibile cu 3. Nutnerele rlmase formeazi un pir crescitor (a,,), rr e N*. Si se demolstrezr
cd a,r) 3r penku orice n e N*.

1989/8.4. Si se demonstreze cI bisectoarele unghiurilor opuse aie unui patnrlater srurt
paralele, dacl d numai dacl celelalte doul unghiuri sunt congruente.

1989i8.5. Diagonalele patrulateruluil8CD suntperpencliculare. Prinmijloacele laturilor
AB si dn sunt duse drepte perpencliculare pe laturile opuse. SI se demonstreze ci aceste
drepte se intersecteazi pe dr-eapta lC.

Glasa a IX-a

198919.6. Sr se alle cel mai mic numir natural divizibil cu ?, care la impirtjrea cu
oricare dintre numerele 2,3,4,5. si 6 dI reshrl I .

198919.7. Si se demonstreze inegaliiatea:

< 18.

f98919'8. in toate pltrdlelele lxI ale unei table de dimensi unimxrtsunt scrise numere
astfbl incdt nunrerele din liecare linie qi din fiecare coloani formeaz5 progresii aritmetice.
Suma celor patru numert scrise in collurile tablei este egald cu ,S. Si se afle suma tuturor
numerelor de pe tabll.

1989/9.9' in interiorul unui cerc este inclus pentago nul ABCDE culaturile congrrenre.
Fiecare laturd a pentagonului se prelungegte pdni la interseclia ei cu cercul. prelungirile
de pe semidreptele (,48, (BC, tcD, (DE, (EAsunt vopsite in albastru, iar celelalte prelungiri
in roEu. Si se demonstreze cd suma lungimilor tuturor segmentelor vopsite in roqu este
egali cu suma lungimilor tuturor segmentelor vopsite in albastru.

1989/9.10. Fie un cerc gi coarda IfC" Un alt cerc, cu cenful in punctul M, intersecteazi
primul cerc $ coarda illC in punctele,,1,8 qi respectivl). Sd se demonstreze cd bisectoarele
triunghiului IBC se intersccieazi in punctul -D.


