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PARTEA

ENUNTURI

PROBLEME SELECTATE DE LA OLIMPIADELE I-XXIX
(1957-1985)

1957/9.1. Fie ABCDEFGHIK un decagon regulat inscris intr-un cerc cu centrul in
punctul O. Sa se demonstreze cd: AD = O4 + 4B.

1957/10.2. Si se demonstreze ci ecuatia x* + px + ¢ = 0 nu are radicini rationale dacd
p $i g sunt numere intregi impare.

1958/10.3. Si se demonstreze cd In orice triunghi ABC este adevirata relatia:

a® - b = 2S(ctg B - ctg A).

1959/8.4. Intr-un cerc coarda CD este paraleld cu diametrul AB. S& se demonstreze ci
MC? + MD? = MA® + MB?, oricare ar fi punctul M pe diametrul 4B.

1959/9.5. Si se demonstreze ¢ trei numere distincte nu pot forma concomitent o
progresie aritmetic3 si o progresie geometricd.

1959/10.6. S3 se demonstreze ci cele trei segmente care unesc mijlocul Indltimii unui
tetraedru regulat cu varfurile bazei lui sunt doud céte doud perpendiculare.

1960/10.7. Un plan taie pe muchiile unui unghi triedru drept de varf S segmentele:
SA =a, SB = b, SC = c. Fie Mun punct arbitrar al fetei ABC astfel incit distantele de la el
la fetele SBC, SCA i SAB sunt MK = x, ML =y gi respectiv MN = z. 84 se demonstreze ca:

1961/9.8. Si se demonstreze cd pentru orice progresie aritmeticd strict crescatoare
(a,), c n#» @ > 0 este adeviratd relatia:

1 + 1 +..+ ] Lo o =2
Vo o, oy +fa T Jaeifa, o+ ya

1961/10.9. Triunghiurile ABC si 4,B,C, sunt situate in spatiu astfel incat planele lor
nu sunt paralele si dreptele 44;, BB, si CC, au un punct comun. S& se demonstreze ¢
daci dreptele AB siA,B,, BCsi B,C,, AC siA,C, sunt respectiv concurente, atunci punctele
lor de intersectie sunt coliniare.

1962/10.10. Sunt date numerele prime distincte py, py, ps, ..., P, 54 se atle citi divizori
are numdrul ¢ = p,- py py-...- p, { inclusiv 1 i ).

1966/10.11. Fie R si r raza sferei circumscrise si respectiv raza sferei inscrise intr-o
piramidd patrulaterd regulatd. S3 se demonstreze cd R > (1 + ﬁ )r ;

1967/9.12. Si se demonstreze ¢i suma pitratelor a cinci numere naturale consecutive
nu poate fi un patrat perfect.

1967/10.13. Existd oare un p € N astfel incit produsul 1 -2 -3 - ... - n- 27" si
reprezinte un numir intreg, oricare ar fin € N ?
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1968/9.14. Printre 8 monede de aceeasi formd existd una falsi, care se deosebeste de
una veritabild prin greutate. Avand la dispozitie o balantd cu brate egale si fird greutiti
marcate §i, efectudnd cel mult trei cantiriri, si se afle moneda falsi.

1968/10.15. O sferd de razd r este tangenti la fiecare muchie a unei piramide
triunghiulare. Centrul acestei sfere este situat pe indltimea piramidei, la distanta »v/3 dela
vérful respectiv. S se demonstreze ci piramida este regulatd §i sd se afle ndltimea ei.

1971/9.16. Intr-un plan se duc » drepte distincte astfel ineat oricare doud nu sunt
paralele si oricare trei nu sunt concurente. Si se afle numirul de regiuni in care este impirtit
planul de cele n drepte.

1971/10.17. Punctele A si B se miscd cu viteze constante si egale pe doud drepte

perpendiculare. 83 se demonstreze ci existi un punct care in orice moment este egal depirtat
de punctele 4 si B.

1972/8.18. Sunt date 1, n > 8, monede de aceeasi formd. Dintre acestea cel mult dous
monede sunt false si au aceeasi greutate, diferiti de greutatea unei monede veritabile.
Avénd la dispozitie o balanti cu brate egale si fird greutiti marcate si efectudnd numai trei
cantiriri, s se afle daci printre aceste monede sunt monede false. Si se afle daci 0 monedi
falsd (In caz ci existd) este mai grea sau mai usoari decit una veritabili.

1972/10.19. S se afle toate functiile f: R — R care satisfac ecuatia:

f(x)+x-/( X ]=2,\7’x¢-_i—.

2x-1

&

1973/9.20. Fie n € N*. Cite ecuatii de forma x*— px—q=0,cup, ge N* auridicina
pozitivd mai mici decit u ?

1973/9.21. Lungimile catetelor ale dou triunghiuri dreptunghice sunt numere natu-
rale. S3 se demonstreze ci dacii ipotenuzele triunghiurilor sunt congruente si patratul
lungimilor Jor este numir prim, atunci aceste triunghiuri sunt congruente.

1973/10.22. S3 se demonstreze ci daci progresia aritmetici cu primul termen a si
ratia d # 0 contine o progresie geometrici, atunci % este un numir rational.

L

1974/8.23. Si se demonstreze ¢4 pentru orice numsr natural nenul 7 este adevdrati relatia:

CryRig S e
[_HBJ(HS)(HISJ"' (]+n2+2n)<2.

1974/9.24. Din tabelul:

1 2 T
n+1l n+2 o 2

2n+1 M+~ ... 3n

(n— ]_)n+1 (n—l)n+ Lsiwt

se scot n numere, cate unul de pe fiecare linie si de pe fiecare coloand. Si se afle suma
numerelor scoase din tabel.
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1975/8.25. Si se demonstreze ¢i pe o tava rotundd de razd 10 cm poate fi agezat un
tort de forma dreptunghiulard de dimensiuni 8 cm X 28 cm. (Se perrmte s ﬁr_ tidiat tortul
in doud bucati printr-o taieturd dreaptd.) ; J

1975/9.26. Toate cifrele numerelor 2197 si 5°73 sunt serise in >1r S se afle numarul
cifrelor din sir.

1975/9.27. Pe sapte cartoane sunt scrise cifrele de la 11a 7. Si se demonstreze c nici
un numir de 7 cifre format din aceste cartoane nu se divide printr-un altul format analog.

1975/10.28. Si se demonstreze ¢ pentru orice numere naturale 7 $1 72 exista un numar
natural & astfel Incat:

(e ) N s N

1976/9.29. In pentagonul convex ABCDE dintre cele cinci triunghiuri ABC, BCD, CDE,
DEA si EAB patru au arii egale cu S, iar unul cu 1,58, 53 se afle aria acestui pentagon.

1976/10.30. S3 se demonstreze cd dacd x; > 0, x2 >0, ..., x, > 0, atunci are loc
inegalitatea:

; i /
(X S ).;.:.(111124—....»_%) T S en
1 21 ” 1 2 n

~ 1977/8.31. Din 101 monede 50 sunt false. Fiecare moneda falsa diferd la greutate de
cea veritabild cu un gram. Avénd la dispozitie un cantar cu doud talere si cu indicator in
grame, si se determine printr-o singurd cintdrire dacd o moned luatd la intdmplare este
falsd sau veritabild.

1977/9.32. O foaie de hirtie a fost impirtitd in cinci bucdti. S-au luat citeva din aceste
buciti si, din nou fiecare s-a rupt in alte cinci bucati. Dupd efectuarea acestui procedeu de
céteva ori, dous persoane au numirat toate bucitile si au obtinut rezultatele: 1976 sirespectiv
1977. Cel putin unul dintre rezultatele date nu este corect. Care anume?

1977/10.33. Pentru orice numdir natural nenul #, notim cu o, ultima cifrd a numarului
w". Si se afle dacd fractia zecimald infinitd 0,a,a,4a,... ¢ste un numdr rational.

1978/8.34. Pe tiecare planetd a unui sistem planetar se afld cite un astronom, care
poate observa numai planeta cea mai apropiati. Distantele dintre oricare doud planete
sunt diferite, iar numirul planetelor este impar. Sd se demonstreze cd existd o planetd care
nu poate fi observatd de nici un astronom.

1979/8.35. Se spune ¢i un bilet de autobuz este “cu noroc”, daca numdrul lui (format
din sase cifre) are proprietatea: suma primelor trei cifre este egald cu suma celorlalte trei
cifre. Sa se demonstreze ci suma tuturor numerelor “cu noroc” se divide cu numarul
“miraculos” 13.

1979/9.36. Suma a zece numere naturale nenule este egald cu 1001. S4 se afle valoarea
maxima posibild a celui mai mare divizor comun al acestor numere.

1979/10.37. Numerele naturale a,, a,, ..., a, (# 2 2) sunt prime intre ele doud céte
doud si verifica conditiile:

1<a,<@2n- 1:)2, k=25 vun
S4 se demonstreze ci cel putin'unul dintre aceste numere este prim.
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1980/8.38. Fie Cmijlocul segmentului 4B. Pe acest segment [udm 2 puncte simetrice
in raport cu C. Dintre acestea, n puncte sunt colorate in rosu, iar restul in albastru. S3 se
demonstreze cd suma distantelor de la toate punctele rosii la punctul 4 este egali cu suma
distantelor de la toate punctele albastre la punctul B.

1980/9.39. Toate laturile unui poligon cu » laturi sunt tangente la un cerc. Un punct
arbitrar din interiorul acestui cerc este unit cu toate varfurile poligonului si cu toate punctele
de tangentd. Cele 27 triunghiuri obtinute sunt colorate alternativ in rosu si albastru. S3 se
demonstreze cd produsul ariilor tuturor triunghiurilor rosii este egal cu produsul ariilor
tuturor triunghiurilor albastre.

1980/10.40. Si se afle triunghiul de arie maximi pentru care produsul lungimilor
laturilor sale este egal cu 1.

1981/9.41. Si se afle toate functiile [ Z — Z, care verifici relatiile:
Sfx+3) =) - f3) - fon) + 1,
oricare ar fix, y e Z, iar f(1)=2.
1981/9.42. Toate unghiurile interioare ale unui poligon inscris ntr-un cerc sunt congruente.
Sa se demonstreze ci dacd poligonul are un numir impar de laturi, atunci el este regulat.

1981/10.43. Fie n (2 2 3) puncte pe un plan. Distanta dintre oricare dous puncte este
maimicd sau egald cu 1. Pentru fiecare punct dat existi cel putin un punct printre cele date
situat la o distant3 egald cu 1. S3 se demonstreze ci existi un poligon convex cu virfurile
in punctele date.

1982/8.44. 53 se afle toate tripletele de numere reale (x, , z) ce verifici relatia:

(xr2 +yl+z)-[ % +—'})-+z):6(t2 +tl2)-35(1+%)+62,v t#0.

12

1982/9.45. Si se afle cel mai mare numir natural n pentru care urmitorul sistem este
compatibil in R:
I<x<?2
2t
<y

n<x*<n+l.

1982/9.46. Numarul A are 1982 de cifre nenule. Toate numerele obtinute din 4, prin permuy-
tarea citielor sale, se divid prin 7. S3 se demonstreze ¢ toate cifrele numsrului 4 sunt egalecu7’.

1982/10.47. La un turneu de sah au participat n fete si 21 baieti, Fiecare doi participanti
au jucat Intre ei cdte o singurd partidi si nici o partida nu s-a incheiat cu remizi. Si se afle
numdrul 7 daci raportul dintre numérul de victorii obtinute de fete si numarul de victorii
obtinute de biieti este 7:5.

1983/8.48. Sunt date 1983 de greutiiti marcate cu masele de 1 g,2g,..,1983 g Si se
formeze din toate aceste greutiti trei grimezi cu mase egale.
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1983/9.49. Pe 0 tabld de 'sah se afld 31 de figuri. S3 se demonstreze cd pe tabld
intotdeauna se va gisi un “unghi” din trei patritele libere.

1983/10.50. Fie n (n > 3) numere reale distincte aranjate pe cerc. Fiecare numir este
egal cu produsul numerelor vecine. Sa se afle numarul ».

1983/10.51. Un pitrat nxn (1 2 4) este impartit in #? patritele 1x1 albe sau negre. in
fiecare linie si in fiecare coloand existd numai un patratel negru. Se permite sa se schimbe
concomitent culoarea tuturor patritelelor dintr-o linie sau dintr-o coloand. Si se demonstreze
¢d, aplicand succesiv acest proceden, nu se pot obtine mai putin de » pétritele negre.

1984/8.52, Fiecare fatd a unui cub este Impariitd in patru patrate congruente. Fiecare pitrat
obtinut este vopsit cu una din trei culori diferite. S se demonstreze cd, daci oricare doud
pitrate cu latura comuni au culori diferite, atunci se pot gasi opt patrate de fiecare culoare.

1984/9.53. Laturile si diagonalele unui poligon convex cu # laturi reprezinta coridoarele
unui labirint. S# se afle numirul minim de [impi care trebuie instalate pentru a lumina
complet labirintul. (Fiecare lampa lumineazi complet fiecare coridor pe care se afld.)

1984/10.54, Fie numerele naturale nenule a, b, ¢ si d astfel Incat ab = cd. 5S4 se
demonstreze ci a + b + ¢ + d este un numdar compus.

1984/10.55. O tari cu 51 de orase are forma unui pétrat cu latura de 1000 km. Se pot
uni aceste orase cu o refea de drumuri astfel incat lungimea acesteia sd nu fie mai mare
decat 11000 km ?

1985/8.56. Fie parabolele y = x? + px + g; (1 £i <n), unde numerele p; sunt distincte.
S3 se afle numirul maxim de puncte din plan prin care trec cel putin doud dintre aceste parabole.

1985/8.57. Pe o tabld sunt scrise numerele:

el gy e Siaeale
Ot -3 4 5 ik 8
In fata fieciruia dintre aceste numere se pot pune, in mod arbitrar, unul din semnele
“4” sau “~”. 83 se demonstreze ¢4 nici una din sumele algebrice obtinute nu este egald cu
zero. S3 se afle numérul minim de numere, care trebuie sterse de pe tabld, pentru ca din
cele rimase sd se poatd forma o suma algebrica egald cu zero.

1985/9.58. Zidul unei cetiti reprezinti o linie poligonald inchisd ce nu se autointersec-
teazd. Fiecare doud segmente vecine ale acestei linii poligonale formeazi un unghi drept.
intr-o noapte, un parasutist a aterizat langd zidul cetatii. Cum poate afla parasutistul,
mergand numai pe 1angi zid, daci a aterizat in interiorul sau in exteriorul cetdf{ii?

1985/9.59. Un triunghi echilateral poate fi acoperit cu 5 triunghiuri echilaterale
congruente. S se demonstreze ci triunghiul dat poate fi acoperit doar cu patru dintre cele
cinei triunghiuri,

1985/10.60. Pe axa numericd sunt colorate punctele £ (p, g € N*, g < 100). S4 se
: q

demonstreze ¢ pe segmentul B%:i existd cel putin patru segmente deschise disjuncte,

fiecare de lungime 3-1073, ce nu con{in nici unul dintre punctele colorate.
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A XXX-A OLIMPIADA (1988)
Clasa a ViIla ]

R R

@+ ¢ € &
,— formeazi o
b+d

< x % 2 a
1986/8.1. Si se demonstreze cd, dag:a numerele dlstmcte;,
progresie aritmetic3, atunci b=d .

1986/8.2. Existd numere intregi nenule x, y, z, ¢ astfel incat 24%25Y27730 =19

1986/8.3. In cameri se afli trei scaune. De fiecare datd putem schimba locurile a dous
scaune. S4 se arate ci, dupd 9 schimbiri, scaunele nu se vor afla in pozitia initial3.

1986/8.4. Printr-un punct M din interiorul patrulaterului ABCD, sunt duse patru cercuri
distincte congruente, dar de aceeasi razi, astfel incat fiecare cerc este tangent la doua laturi
consecutive ale patrulaterului. S se demonstreze ci punctele 4, B, C'si D apartin unui cerc.

1986/8.5. Printr-un punct M situat in interiorul unui cerc sunt duse perechi de coarde

perpendiculare. 84 se demonstreze ci suma pitratelor lungimilor coardelor fiecirei perechi
este constanti.

1986/9.6. Fie f, g : R — R functii de gradul al doilea. Numerele distincte Xy, Xy, X3 sunt
abscisele varfurilor parabolelor care reprezintd grafic functiile f, f+ g, g. Si se demonstreze
cd dacd xy, x,, x; formeaza o progresie aritmeticd, atunci » = fix) - g(x) este ecuatia unei drepte.

1986/9.7. Suma a 1986 de numere intregi distincte este egald cu zero. $3 se demonstreze
cd printre aceste numere existi dous a ciror diferentd se divide prin 1986.

1986/9.8. La o masi rotunda, in mod arbitrar, s-au agezat 7 fete si 7 baieti. Care este
valoarea maximi posibili a numirului minim de béieti ce trebuie s3 schimbe locul cu
fetele pentru ca vecinii oricarei fete si fie baieti?

1986/9.9. Fie triunghiul ABC'si centrul O al cercului circumscris acestui triunghi. Cercul
ce trece prin punctele 4, C'si O este tangent la latura AB. Si se demonstreze ci triunghiul
ABC este isoscel. -

1986/9.10. Si se demonstreze ¢ prin oricare punct interior al unui pentagon convex
se poate duce o dreapti, care trece printr-un varf al pentagonului si imparte pentagonul in
doud poligoane diferite de triunghi.

Clasa a X-a

1986/10.11. Fie numerele reale a;, a,, a,, a4y, as, g, az, unde @; = a, = 0. S4 se de-
monstreze cd printre acestea se vor gisi trei numere a;, Q15 ;1p, Care satisfac inegalitatea:
a;+ auy <a; 43

1986/10.12. Si se demonstreze ¢i numirul 111...11222...22 poate fi scris ca produs
1986 1986

de doud numere naturale consecutive.
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1986/10.13. Se stie cd, oricum am imparti 33 de pietre In doud gramezi a cite 17 si respectiv
16 pietre, putem 13sa 15 pietre in fiecare grimada astfel incat ambele gramezi sd fie de aceeasi
greutate. S3 se demonstreze cd printre aceste 33 de pietre existd cel putin 31 de aceeasi greutate.

1986/10.14. Pe fiecare laturd a unui pitrat se ia cate un punct. Sa se demonstreze ca
perimetrul patrulaterului cu varfurile in aceste puncte nu depaseste suma lungimilor
diagonalelor pétratului. ;

1986/10.15. Printr-un punct M din interiorul unei sfere sunt duse triplete de coarde

perpendiculare. S3 se demonstreze cd suma patratelor lungimilor coardelor fiecarui triplet
este constanta. :

A XXXI-A OLIMPIADA (1987)
Elflsa a VIII;?

1987/8.1. Si se demonstreze ¢3 printre oricare patru numere Intregi existd doud a céror
diferentd se divide cu 3.

1987/8.2. Si se demonstreze cd, dacd x + y = 2, atunci x - y £ 1. Aflati valoarea de
adevir a afirmatiei: “dacdx +y <2, atuncix - y < 17,

1987/8.3. Dintre patru monede de 1, 2, 3 §i 5 copeici una este falsa si se deosebeste de
cele veritabile prin greutate. E posibil ca, avind la dispozitie un cintar cu talere, fird
greutiti marcate, prin numai doud cantiriri sd aflim moneda falsi, dacd monedele veritabile
au greutatile de respectiv 1g, 2g, 3g si5g?

1987/8.4. Un ciclist si un motociclist pornesc simultan din punctele 4 si respectiv B
unul in intdmpinarea altuia. Ei se intilnesc in punctul C, isi continui drumul, cu aceeasi
vitezi, ajung in punctele de destinatie si se Intorc inapoi. Se reintdlnesc in punctul D. 83 se
afle distanta dintre 4 si B, dacd AC = m i BD=n.

1987/8.5. In triunghiul ABC punctele 4;, B, C; apartin dreptelor BC, AC si respectiv
AB. $i se afle raportul ariilor triunghiurilor 4,B,C, si ABC, stiind ca 44, || BB, || CC,.

Clasa a IXa

s

1987/9.6. Se spune ci, in trecut, in fiecare familie, celui de-al treilea baiat i se didea
numele Petruy, iar celorlalti — Ion. Care erau mai multi: Ton al lui Petru sau Petru al lui Ion?

1987/9.7. Si se rezolve in R ecuatia: x***" =1987.

e

1987/9.8. Din 1987 de numere distincte s-au format toate diferentele pozitive de doud
numere posibile si s-au obtinut 1986 de rezultate distincte. S4 se demonstreze cd numerele
initiale, aranjate In ordine crescétoare, formeaza o progresie aritmetica.

1987/9.9. Si se demonstreze i orice poligon format din 100 patritele 1x1 (oricare
doud patritele sau nu au puncte comune sau au o laturd comund) poate fi acoperit cu o
foaie de hartie dreptunghiulard de dimensiuni 50x100.

1987/9.10. Printr-un punct de intersectie a doud cercuri, sub acelasi unghi fatd de
coarda comund, sunt duse doud drepte distincte. Una dintre acestea intersecteaza cercurile
in punctele A4 si B, iar cealaltd, in punctele C §i D. S3 se demonstreze ¢ 4B = CD.
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Clasa a Xa

R

1987/10.11. Sa se demonstreze ci orice solutie a sistemului de ecuatii;
¥ -3xy+2y  +x—-y=0
X2 -2xy+ 2 =Sx+Ty=0
verificd ecuatia xy —12x +15y =0. §

1987/10.12. Printre 1987 de monede, ce nu se deosebesc exterior §i a cdror greutate
totald este egalil cu greutatea a 1987 de monede veritabile, sunt si citeva false. Greutatea
fiecdrei monede false difers de cea a monedei veritabile printr-un numdr impar de grame.
S& se demonstreze ci, avind la dispozitie un cintar cu talere si diviziuni in grame, printr-o
singurd céntirire se poate spune dacd o moned arbitrard este falsi sau veritabild.

1987/10.13. In cubuletul unitar central al unui cub de dimensiuni 3x3%3 se afld un
cirdbus, care poate trece dintr-un cubulet in unul altul invecinat prin fata lor comuna.
Poate cdrdbusul si treacd prin toate cubuletele cite o singurd dati?

1987/10.14. Pe un suport se monteaza patru ceasuri a ciror cadrane sunt orientate astfel
Incét extremititile minutarelor si coincidi in orice moment cu varfurile unui pétrat. Si se
demonstreze ci centrele cercurilor descrise de aceste minutare determind si ele un patrat.

1987/10.15. Si se afle aria poligonului cu 27 laturi 4 1B14,B,43B; ... A,B,, stiind ci
A,By + AyBy + A3By + ... + 4,B, = a i ci toate laturile sau prelungirile lor in interiorul
poligonului sunt tangente unui cerc de razi r,

A XXXII-A OLIMPIADA (1988)
Clasa a Viila

1988/8.1. Un oras cu perimetrul de 30 km este impirtit de strizile sale interne in
80 de cartiere. Perimetrul fieciirui cartier este de 1200 m. Si se afle lungimea total3 a
strdzilor din interiorul acestui oras (litimea strazilor se neglijeaza).

1988/8.2. Intr-o luni, Petrici si Ionel au luat 20 de note fiecare si au avut aceeasi medie,
Numdrul de note de cinci, de patru, de trei si de doi, luate de Petricd, este egal respectiv cu
numérul de note de patru, de trei, de doi si de cinci, luate de Tonel. Céte note de cinci a luat Tonel?

1988/8.3. Cum putem mdsura 1,5 kg de zahir, avind la dispozitie un céntar cu talere
§1 0 singurd greutate marcatd de 3 g, daci zahirul deja cantdrit se pastreaza doar pe talere.

1988/8.4. Un patrulater este inscris intr-un cerc de razi R. Segmentul ce uneste
mijloacele ale doui laturi aldturate ale patrulaterului formeazi cu acestea un triunghi. Sa

se demonstreze ci raza cercului circumscris acestui triunghi este egald cu —121 :

1988/8.5. Si se demonstreze ci dacd x° —x® +x =2, atunci x° > 3.
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1988/9.6. Un elev iInmulteste un numér de douad cifre cu suma cifrelor sale, iar un altul
calculeaza suma cuburilor cifrelor aceluiasi numér. Ambii obtin rezultate egale. Efectund
aceleasi operatii cu un alt numdr de doud cifre, elevii obtin iardsi rezultate egale. S3 se afle
aceste numere, daci diferenta lor este egald cu 11.

1988/9.7. Triunghiurile A, §i A, se numesc “de acelasi gen” (notaim A; <> A,), dacé
doud laturi ale triunghiului A, si unghiul opus primei dintre ele sunt congruente cu doua laturi
ale triunghiului A, si respectiv cu unghiul opus primei dintre ele.

Sestiecd: A <> A, <> A, <> ... > A sitriunghiurile A, si A, sunt asemenea. Si se
determine daci triunghiurile A, si A, sunt congruente.

1988/9.8. Pentru un numir natural nenul » prima cifrd a numerelor 27 §i 5” este aceeasi.
Sa se afle aceastd cifra.

1988/9.9. Intr-un cerc sunt inscrise doud trapeze astfel incét fiecare laturd a unui trapez
este paraleld cu o laturd a celuilalt trapez. S se demonstreze cé toate diagonalele acestor
trapeze sunt congruente.

1988/9.10. Se stie cd ecuatiile ax*+bx+c, =0 si a,x>+b,x+c,=0, cu
coeficienti intregi nenuli, au o riddcind comund irationald. Sa se demonstreze ci:

gasa a Xa

1988/10.11. Fie polinomul F(X.¥)= X2 +24XY +Y? de Z.

Si se demonstreze ci, dacd numerele intregi a, b, ¢ si d verificd egalitatea
F(a,b)= F(c,d), atunci numirul @ + b + ¢ + d este par.

1988/10.12. In spatiu sunt date # (n > 4) puncte astfel Incat oricare patru dintre ele nu
sunt coplanare. Se stie cd dacd o sferd trece prin oricare patru puncte, atunci toate celelalte
puncte apartin acestei sfere sau sunt situate in interiorul ei. Sa se demonstireze ci toate
aceste puncte sunt situate pe o sferd.

1988/10.13. S3 se demonstreze cd pentru orice numere reale x si y are loc inegalitatea:

cos(x +y)+2cosx+2cosy+320.

1988/10.14, Varfurile 4 si B ale triunghiului 4 BC apartin unui cerc, care intersecteaza
laturile AC si CB in punctele P si respectiv D. Pe latura 4B se iau punctele K si £ astfel
incat DK || C4 si PE || CB. Si se demonstreze cd punctele P, D, K, E sunt conciclice.

1988/10.15. Sirul finit de numere reale a;, a,, ..., a, se inlocuieste cu sirul |a, - bl,
lay~bl, ..., la,~ bl, unde b este ales arbitrar. Si se demonstreze ci, efectudnd céteva
transformari de acest fel, putem obtine un gir, In care toti termenii sunt egali cu zero.
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A XXXIII-A OLIMPIADA (1989)
Clasa‘: a VIII»a

1989/8.1. Se stie cd pretul unui diamant este direct proportional cu patratul masei lui.
Intdmplitor, diamantul s-a despicat in doud buciti si pretul lui total s-a micsorat cu 18%.
Care este raportul greutitilor obtinute?

1989/8.2. In centrul fiecirui patritel al unei table de dimensiuni 1989x1989 se afld
cate un ciribus. Simultan, fiecare cardbus trece intr-un pitritel vecin, care are doar un
varf comun cu pitrételul precedent. Cateva pitritele vor riméne libere. S3 se afle cel mai
mic numar posibil de pitritele libere.

1989/8.3. Din sirul numerelor naturale impare s-au exclus numirul 1 si numerele
divizibile cu 3. Numerele rimase formeaz3 un sir crescitor (a,), n € N*. Si se demonstreze
cd a, > 3n pentru orice n € N*,

1989/8.4. Si se demonstreze ci bisectoarele unghiurilor opuse ale unui patrulater sunt
paralele, dacd si numai dacd celelalte dou# unghiuri sunt congruente.

1989/8.5. Diagonalele patrulaterului ABCD sunt perpendiculare. Prin mijloacele laturilor

AB $1 AD sunt duse drepte perpendiculare pe laturile opuse. S se demonstreze ci aceste
drepte se intersecteazi pe dreapta AC.

Cl IX a

1989/9.6. Si se afle cel mai mic numir natural divizibil cu 7, care la impartirea cu
oricare dintre numerele 2, 3, 4, 5, i 6 d3 restul 1.

1989/9.7. Si se demonstreze inegalitatea:

\/20+,/20+...+w/20 +\/30+\/30+...+\/§_+\/42+\/42+...+\/42 <18,

1989/9.8. In toate pitritelele 11 ale unei table de dimensiuni 7 X » sunt scrise numere
astfel Incat numerele din fiecare linie si din fiecare coloani formeazi progresii aritmetice.
Suma celor patru numere scrise in colfurile tablei este egald cu S. 3 se afle suma tuturor
numerelor de pe tabli.

1989/9.9. In interiorul unui cerc este inclus pentagonul ABCDE cu laturile congruente.
Fiecare laturd a pentagonului se prelungeste pani la intersectia ei cu cercul. Prelungirile
de pe semidreptele (4B, (BC, (CD, (DE, (EA sunt vopsite in albastru, iar celelalte prelungiri
in rosu. S se demonstreze cd suma lungimilor tuturor segmentelor vopsite in rosu este
egald cu suma lungimilor tuturor segmentelor vopsite in albastru.

1989/9.10. Fie un cerc si coarda MC. Un alt cerc, cu centrul 1n punctul A, intersecteazi

primul cerc §i coarda MC in punctele 4, B si respectiv D. Si se demonstreze ci bisectoarele
triunghiului ABC se intersecteaza in punctul D,



